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Instants de défaillance et maintenance d’un système réparable

Table – Premiers instants de panne d’une voiture AMC
Ambassador [1]

Obs. Temps Type
1 202 -1
2 265 -1
3 363 -1
4 508 -1
5 571 -1
6 755 -1
7 770 -1
8 818 -1
9 868 -1

. . . . . . . . . 3/28
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Plusieurs systèmes indépendants observés en parallèle et deux
types de maintenance : préventives (o) et correctives (x)

Table – Premiers instants de maintenance de moteurs diesel
d’engins miniers brésiliens [2]

Obs. Système Temps Type
1 1 18315 1
2 1 32133 -1
3 1 50934 -1
4 2 16137 1
5 2 34722 1
6 2 53990 -1
7 3 12666 -1

. . . . . . . . . . . . 4/28
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Effet de la réparation ?

Nous allons alors parler de
Maintenance imparfaite

Exemple : modèles d’âge virtuel
Effet = paramètre d’efficacité
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T1, . . . , Tn : instants de défaillance
(= maintenances correctives)

{Nt}t≥0 : processus de comptage des défaillances
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Définition (Intensité conditionnelle)

∀t ≥ 0, λt = lim
∆t→0

1

∆t
P(Nt+∆t −Nt− = 1|Ht−),

où Ht− : passé du processus

Caractérise la distribution du processus de défaillance

Définition (Intensité cumulée)

∀t ≥ 0, Λt =

∫ t

0
λsds
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ABAO = As Bad As Old
remise en route en l’état

AGAN = As Good As New
remplacement

m1 <- model.vam(Time&Type~(ABAO()|Weibull(1,3)),AMC_Amb)
plot(m1,’i’,xlab="temps",ylab="intensité conditionnelle")
m2 <- model.vam(Time&Type~(AGAN()|Weibull(1,3)),AMC_Amb)
plot(m2,’i’,xlab="temps",ylab="intensité conditionnelle")

8/28



Maintenance
imparfaite et
modèles d’âge
virtuel : tests
d’adéquation

Introduction à la
maintenance
imparfaite

Modèles d’âge
virtuel

Modèles d’âge
virtuel

Âge virtuel
Quelques modèles

Problématique

Qualité
d’estimation

Tests
d’adéquation

Conclusion

Bibliographie et
bonus

Âge virtuel

L’effet de la maintenance est de rajeunir le système :

P(Ti+1 ≤ t | Ht−) = P(T ≤ εi(t) | T > εi(Ti),HT−i ),

T instant de défaillance du nouveau système
εi(t) : âge virtuel du système entre la ième et la (i+ 1)ème

maintenance.
On en déduit l’intensité conditionnelle :

λt = ε′Nt−
(t)λ(εNt−

(t)),

où λ(·) intensité initiale, dépendant de paramètres α et β
par ex. : λ(t) = αβtβ−1 (Weibull)
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Définition (ARA∞)

εi(t) = εi−1(t)− ρεi−1(Ti)

λt = λ

t− ρNt−−1∑
j=0

(1− ρ)jTNt−−j


modelARAinf<-model.vam(Time & Type ~ (ARAInf(0.5) | Weibull

(1,3)),data=AMC_Amb)
plot(modelARAinf,’v’,xlab="temps",ylab="âge virtuel")
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Définition (ARA1)

εi(t) = εi−1(t)− ρ(εi−1(Ti)− εi−1(Ti−1))

λt = λ(t− ρTNt−
)

modelARA1<-model.vam(Time & Type ~ (ARA1(0.5) | Weibull(1,3)
),data=AMC_Amb)

plot(modelARA1,’v’,xlab="temps",ylab="âge virtuel")
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Efficacité :

D’autres modèles : ARAm, QR, GQR...
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Données Modèle

Estimation Qualité ?

Adéquation ?

Un système
complet

Multi-système
et/ou données

censurées

Résidus de
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Transformation
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Estimation des paramètres θ = (α, β, ρ) par maximum de
vraisemblance

mle1 <- mle.vam(Time&Type~(ARAInf(0.5)|Weibull(1.5,2.5)),
AMC_Amb)

coef(mle1)

Qualité d’estimation :
Qualité de cette estimation ? Étude par simulation :
je simule L = 5000 jeux de données suivant un modèle,
j’estime les paramètres du modèle en fonction des
données simulées,
j’obtiens 5 000 estimations des paramètres,
je calcule moyenne, écart-type, erreur quadratique
moyenne.

Estimation sur un seul système, puis multi-systèmes ; ajout
de contraintes (β ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ 1)
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β surestimé, α légèrement surestimé, ρ correctement estimé pour ARA∞,
estimation de ρ parfois incohérente pour ARA1 de 9 à 30 défaillances
Estimation contrainte : idem pour α et β ; ρ̂ redevient "cohérent".

Estimation multi-systèmes : α et β mieux estimés, ρ̂ excellent. [3 défaillances,
1,3,5,7,10,20,30 systèmes]

Figure – Erreur quadratique moyenne de β̂ vs. nombre de données
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Résidus de martingale :
{Nt}t≥0 : processus de comptage [données]
{Λt(θ)}t≥0 : intensité cumulée [modèle]

{Λt(θ̂)}t≥0 : intensité cumulée avec les paramètres estimés
Mt = Nt − Λt(θ) : martingale centrée

Exemple de statistique : Kolmogorov-Smirnov

KSm(θ̂) = sup
t∈[0,Tn]

|Nt − Λt(θ̂)|

= max

(
max
i=1,...,n

(i− 1− ΛTi−1(θ̂)) ;

max
i=1,...,n

(ΛTi(θ̂)− i+ 1)

)
Autres : Cramér von Mises, Anderson-Darling
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sim1 <- sim.vam(Time&Type~(ARAInf(0.2)|Weibull(1,3)))
dt1 <- simulate(sim1,stop.policy = 10)
mle1<-mle.vam(Time&Type~(ARAInf(0.5)|Weibull(1.5,2.5)),dt1)
coef(mle1)
plot(sim1,’I’,xlab="temps",ylab="intensité cumulée")
plot(mle1,’I-cm’,col="blue",add=TRUE) 17/28



Maintenance
imparfaite et
modèles d’âge
virtuel : tests
d’adéquation

Introduction à la
maintenance
imparfaite

Modèles d’âge
virtuel

Problématique

Qualité
d’estimation

Tests
d’adéquation

Tests
d’adéquation

Résidus de
martingale
Transformation
intégrale
Procédure de test
Censure par le
temps
Principe
Fonction de
répartition
Données
multi-systèmes

Conclusion

Bibliographie et
bonus

Transformation intégrale :
Sous H0, ΛTi(θ)− ΛTi−1(θ) ∼ E(1) iid, i = 1, . . . , n
⇒ Ui := 1− exp(−ΛTi(θ) + ΛTi−1(θ)) ∼ U [0, 1] iid,

i = 1, . . . , n

Exemple de statistique : Kolmogorov-Smirnov

KSu(θ̂) =
√
n sup

0≤x≤1
|Fn,S(x)− x|

=
√
nmax

(
max
i=1,...,n

(
i

n
− U(i)(θ̂)

)
;

max
i=1,...,n

(
U(i)(θ̂)−

i− 1

n

))
Autres : Cramér von Mises, Anderson-Darling
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Procédure de test :

1 Calculer l’estimateur θ̂ de θ suivant le modèle testé ;

2 Calculer la statistique Z(θ̂) sur le jeu de données
T1, . . . , Tn ;

3 Pour i = 1 jusqu’à L,

1 Simuler un jeu de données T ∗
1,i, . . . , T

∗
n,i d’après le

modèle testé, avec pour paramètre θ̂ ;
2 Calculer l’estimateur θ̂∗i de θ̂ à partir des données
T ∗
1,i, . . . , T

∗
n,i suivant le modèle testé ;

3 Calculer la statistique Z∗
i = Z∗

i (θ̂∗i ) à partir des
T ∗
1,i, . . . , T

∗
n,i et de θ̂∗i .

4 Calculer la p-valeur comme étant la probabilité
empirique que Z∗ soit plus grand que Z(θ̂).

5 Rejeter l’hypothèse nulle au risque α si la p-valeur est
inférieure à α.
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empirique que Z∗ soit plus grand que Z(θ̂).

5 Rejeter l’hypothèse nulle au risque α si la p-valeur est
inférieure à α.
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Censure :

Type I
Expérience menée jusqu’à un

temps fixé

Type II
Expérience menée jusqu’à

avoir un nombre fixé
d’observations

Censure aléatoire : Ti non connue, on sait que Ti > Ci où Ci
v.a. indépendante.

Type I : C1 = . . . = Cn = c p.s.
Type II : C1 = . . . = Cn = +∞ p.s.

Maintenance préventive peut être vue comme censure
aléatoire.

Si Ti > Ci, Ti remplacée par Ci. Paires (T ci , δi) :

T ci = min(Ti, Ci), δi =

{
1 si T ci = Ti (observée)
0 si T ci = Ci (censure)
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pour 1 ≤ i ≤ n, U ci := 1− exp(−ΛT c
i
(θ) + ΛT c

i−1
(θ))

Estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition de
données censurées :

F cn(x) =


0 x < U c(1)

1−
∏

i:Uc
i ≤x

(
n−Ri

n−Ri + 1

)δi
U c(1) ≤ x < U c(n)

1 x ≥ U c(n)

où Ri : rang de Ui dans l’échantillon ordonné
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Observation de plusieurs systèmes identiques et indépendants

Tests issus de la transformation intégrale

Calcul de puissances : 5 systèmes ayant subi chacun 6
défaillances

Modèle testé ARA1 ARA∞ QR
Modèle simulé KS CvM AD KS CvM AD KS CvM AD

ARA1 0.05 0.04 0.04 0.04 0.04 0.03 0.09 0.09 0.11
ARA∞ 0.05 0.05 0.04 0.06 0.05 0.05 0.08 0.09 0.11

QR 0.06 0.06 0.06 0.06 0.07 0.07 0.05 0.06 0.05

Diagonale = niveau de significativité empirique =⇒ OK
Autres = puissances =⇒ mauvais...
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Conclusion et ouverture

Puissances faibles : changer procédure de test ? nouvelles
statistiques ? lois des statistiques sous H0 ?

Intégrer maintenance préventive

Sujet de thèse : intégrer de l’hétérogénéité dans les modèles
de maintenance imparfaite, à l’aide notamment de

covariables (ex. : état de dégradation du système, effet des
conditions environnementales). Modélisation, inférence, prise

de décision.
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Définition (QR)

εi(t) =
t− Ti
ai

λt =
1

aNt−
λ

(
t− TNt−

aNt−

)
mod4 <- sim.vam(~(QR(2)|Weibull(1,3)))
dt4 <- simulate(mod4)
plot(mod4,’v’,xlab="temps",ylab="âge virtuel")
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Définition (GQR)

εi(t) =
t− Ti
abi

λt =
1

a
bN

t−
λ

(
t− TNt−

a
bN

t−

)
mod5 <- sim.vam(~(GQR(2|log)|Weibull(1,3)))
dt5 <- simulate(mod5)
plot(mod5,’v’,xlab="temps",ylab="âge virtuel")
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